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ציוריםרשימח

זהותמנוניותשתיבמשחקציריםמערבות
000o•00המשחקמרחב

וגבולותיוהשימושיהחלק
השימושיהחלקעלותהתחלתיותאסטרטגי
האמיתיבמרחבהדרגהבמשחקאופינייםEUSו-UPמסלולי
הדרגה,במשחקוהמסלוליםהסינגולרייםהמשטחיםשלאינותיתאור

•••••••••••••Kח<2+

•~~~ח-Oהדרגה,במשחקאזוריםוהגדרתאופייני~חתך
=~180-ס,K=6הדרגה,במשחק80חתני

=~170-ס,K=6הדרגה,במשחק80חתני

=~90-ס,K=6הדרגה,במשחק80חתני

=~30-ס,K=6הדרגה,במשחק80חתני

170o-=6הדרגה,במשחקPDSלבניתונרונותTאי ,K~=

A1נקודת PDS6הדרגה,במשחקהאמיתיבמרחב=K,צרוףaU-dU
A2נקודת PDS6הדרגה,במשחקהאמיתיבמרחב=K,צרוףaE-dU
A3נקודת PDS6הדרגה,במשחקהאמיתיבמרחב=K,צרוףbE-dE

2.1

2.2
2.3

4.1

4.2
4.3

4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

4.10

4.11

4.12
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nצררק

הזהות,המכוניותשתיבמודלמתצפיתהתחמקותשלדיפרנציאליבמשחקוטקyזהמחקר
Game(הדרגהמשחקשלבגרטה of Degree(•

ד~נמי.קונפליקטשליותyלבמתימטייםמודליםהםדיפרנציאלייםמשחקים
תyהנוביחודיותליyבאךהבקרה,תורתשללאלהדומיםהפתרוןושיטותהניטוח
פשוטות.יותyבבאףהטיבוךומרמתטינגולריות,ותyתופמריבוי
ומתחמק.רודףשחקנים,שניליyבמרדףלמשחקישייכחהמכוניות"יישתימשפחת
יותyבנכללותזהבמודלפניה.קצבומגבלתמהירותמגבלתשחקןלכלזובמשפחה

תפקיד,תyוקביהתנגשותתyמניימי,מרדףאוירי,מרדףכמושיyמהיבטלותyב
זו,למשפחההשייךהזהות,המכוניותשתימודלגבוהה.מורכבותרמתלותyבשהן
יותר.פשוטאופינושאזהות,בקרהומגבלותקינמטיקההשחקניםלשניובו
הכנטתשלהישירבמובנהבתפיטה,טקוyהיוםדyבמחקריםשטופלויותyהברוב

מתצפית,ההתחמקותיתyבבטקוyמחקריםטyמהרודף.שלהתפיטהלטווחהמתחמק
יכולההקינמטיקהכיאףהרודף.שלהתצפיתטווחמתוךלהתחמקהנרדףמטרתשבה

הבדלמתקבלולכןבמהותם,שוניםהמשחקמרחבוהגדרתהשחקניםמטרותזהה,להיות
בטווחהזהות,המכוניותשתיבמשחקהרגילה,הרדיפהיתyבבפתרונות.גדרל
.A"יyברyבנפתרהגלי,yמתפיטה Merz.זהמחקרyבברטקyהדראלית,יה

הטרגבמשחקשטיפלקרדםמחקרמשליםהראמודל.בארתרמתצפיתהתחמקרת
)Game of Kind(,שyוהתחמקרתתפיטהלאזוריהמשחקמרחבחלוקתיקרו

ביניהם.המפרידמחטרםרתyבאמצ
ארפטימליותאטטרטגיותהגדרתהכוללהדרגה,משחקשלפתרוןמוצגזהבמחקר

המקובלרתבשיטרתyברצהפתררןההתחמקרת.באזורהyהתנרומטלרלי
גראפיתבצררהמוצגיםהפתרוןשלאחדיםהבטיסהדיפרנציאליים.המשחקיסבתורת
המצב.ובמרחבהאמיתיבמרחב

ואילולרודף,yקבובכיורןמפניהמורכביםהמתקבליםהאופיבייםהתמרוניס
מטיפוטטינגרלריתהyלתרפהשיכתישר,בקרהyתנרולאחריההyקברפניהלמתחמק

אזורגסמתקבלהמשחק,גאומטריתשלטימטריהמיyמטלמתחמק.אוניברטלימשטח
משטחהנקראתטינגרלרירתזרהכיוון.לבחירתאופציותשתיקיימותלררדףשבו

השרנים.ובצרופיםהתמררניםבטוגירבגירוןקייםלררדף.דיטפרטלי
yבפתרוןמתרכזתזובודהyבורKהמינימלי)הפניהלרדיוטהתצפיתרדירטבין(היחט

דררשKח>2+בררyפתרוןהמורכב.המחטרםתצורחידרעהנר,רyש~.-2+מגדול
נרטף.מחקר
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ונומריח.אנליטיתמבחינהמורכבהמתקבלהפתרוך
•Kח<2+התחוםכלפנילyאנליטי,באופןקיומו,אתלהוכיחקושיקיים

תרכניתרתyבאמצספציפי,מקרהכלבררyאפשרי,נרמריפתררךזאת,םyיחד
כך.לצררךשפרתחהמחשב
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סמליםרשימח

A-שלהמיתרגפרנקציתP.

e-המטרה.עלבטיטרקטרר
a,b,c,d-אטטרטגיה.אזררי

(')FC-המטרה.משרראת
(')f-המהיררת.רקטרר
(')H-.המילטרניין

K-הפניהלרדירטהחצפיתרדירטביןהיחטארהתצפית,רדירט
המינימלי.

(')L-התמררה.אינטגרנד
Mo-הדרגה.במשחקהתחלהתבאיעלפרנקציה
R-השחקנים.שלהמינימליהפניהרדירט
Rn-ארקלידימרחבn-.ממדי
פרמטריים.התחלהתנאי-51,52

CJl-שלהארפטימליתהבקרהP•

CJ2-שלהארפטימליתהבקרהE•

)•(5gn-הטימן.פרנקצית
)•(T-.הערך

Tf-המשחק.לטירםהזמן
תמררה.- T (.)

f

VT-הערך.גרדיאנט
ירת.Tקרטבקראררדינטרתרךyהגרדיאנטרכיבי-
פרלרירת.בקראררדינטרתרךyהגרדיאנטרכיבי-

(T ,T ,T",)x y 't'

(Tr,Te,T~)

VTo-הערך.גרדיאנטשלההתחלתיהערך
t-רגיל.זמן
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(המשך)סמליםרשימת

בטוג.זמו-,

t'-המשחק.לטיוםהכוללהזמו
אוביברטלי.משטחעלהתחלתיזמו-'1

u-שלהבקרהP.
v-שלהבקרהE•

U,V-שלהבקרהמרחבP-וE.בהתאמה
*u*,v-שלאופטימלית,אסטרטגיהP-וE.בהתאמה

X-המצב.וקטור
Xo-ההתחלתי.המצבוקטור
Xc-המטרה.עלהמצבוקטור

,$)x,y(-קרטזית.במערכתהמצבמשתבי
,$)8,r(-פולרית.במערכתהמצבמשתבי

W-,השחקבים.שלמוחלט,בערךהמהירות

P-הרודף·של
E-המתחמק.של
.התחלתיערך-0
c-המטרה.עלערך

אופטימלי.ערך-ז1~
ימיו.אזורשל-+

.שמאלאזורשל

i-כללי.אינדקט

E:שייךל-...

איבדקטים
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(המשך)סמליםישימח

קברצה.-{}
.tרגילזמןלפינגזרת-

o

•Tנסרגזמןלפינגזרת-
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רבאנגייתבריתyברקיצרריםמרנחיםישימת

P

E

S

c
GOK
GOD

ME
KE

UP

NUP

BUP

Zero-Sum differential game

Partie

Player

Pursuer

Evader

Game space

State space

Real istic space

Game termination (Boundary)

Game of Kind

Game of Degree

Surveil1ance-evasion

Control

Strategy

Payoff

The Va 1ue

Ma in equation

Kinematic equations

Adjoint equations

Retrograde time

Useable part

Non-useable part

Bounclary of useable part

אפססכוםלyבדיפרנציאלימשחק
מהלך)(במובןמשחק
שחקן
(צופה)רודף

מתחמק
המשחקמרחב
מצבמרחב
אמיתימרחב
המשחק(גבול)מטרת
הסוגמשחק
הדרגהמשחק

מתצפיתהתחמקות
בקרה

אסטרטגיה
תמורה

רךyה

קריתyמשוואה
הyהתנומשוואות

הצמודותהמשוואות
נסוגזמן

שימושיחלק

שימושילאחלק

השימושיהחלקגבול
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(המשך)ונאנגליחנריחyנוקיצוריםמונחיםרשימח

EZ Evasion zone

s universal surfaceיEvaderEUS

SPS Semi-permeable surface

CZ Capt,lre (Surveillance) zone

מחסום

(תצפית)תפיסהאזור

התחמקותאזור

למתחמקאוניברסלימשטח

לרודףדיספרסלימשטח

חדירחצימשטח

מסלול

Barr ier

Trajectory. Tributary. Path

B

s dispersal surfaceיPursuerPDS

Isochrone. Isovalue ערךשוהקואיזונרונה.



Differential games

Surveillance-evasion

Two identical cars

Game of Kind

Game of Degree
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מפתחמילרת

דיפרנציאלייםמשחקים
מתצפיתהתחמקות

זהותמכוניותשתי
הסיגמשחק
הדרגהמשחק
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מבוא:1פרק

הזהות,המכונרותשתרבמודלמתצפרתהתחמקותשלדרפרנצראלרבמשחקוטקyזהמחקר
Game(הדרגהמשחקבגרטת of Degree(•
הטוגמשחקבפתרוןטקyש]16[גררנפלדשלקודםלמחקרהמשךמהווההמחקר

)Game of Kind(אזורברןהמפררדהמחטום,אופררןמחקרבאותומודל.אותושל
ברןהרחטשבופרמטררםשלמטורםבתחוםהמשחק,במרחבתפרטהלאזורהתחמקות
ח.-2+לשווהאוגדול)K(המרנרמלרהפנרהלרדרוטהתצפרתרדרוט

כוללפרמטרר,תחוםאותובורyהדרגהמשחקשלפתרוןלהצרגזהמחקרמטרת
מהן,'םyהנובהyהתנוומטלולרשחקן,לכלהאופטרמלרותהאטטרטגרותהגדרת
אופררנרת.דוגמאשלמלאנומררפתרוןמוצגכןכמוההתחמקות.אזורבתוך
במפורטומוטבררםמוצגרםרהyהבשלהבטרטרוהתאורהתאורטרyהרקטפרות,טקר

])16[בטרטלy[מוצגרםהשלרשרובפרקהשנרבפרקזה,בדוייח].16[במקור

הדרפרנצראלרותהמשוואותשלהכללררםוהפתרונותהקרנמטרקהההגדרות,תשתרתרה,yהב
yבורyהרברבפרקהבקרות.שלשונרםרכרםyהכוללהדרגה,משחקפתרוןמוצגר
כוללוכמותר,ארכותרבאופןהטרנגולרררם,והמשטחרםהמטלולרםגאומטררתאת

הדרגהמשחקשלהנומררהפתרוןשרטתמתוארתבודהyלבנטפחמטפררת.דוגמא
אלרה.הנרלוורתהמחשבותוכנרת
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nצפיnמההתחמקרתיתyבהצגת:2פרק

שם,המטפרוםאתתראמוםהמשררארתמטפרון].6ב-[2פרקלyמברטטזהפרק
רצרפום.תמודאונםרלכן

מברא2.1
המכרנורתשתובמשחקמתצפותההתחמקרתותyבאתרננטחנצוגזהבפרק

הזהרת.
אמותובמרחבוםyנמכרנורת,ארארנורתדרגמת(שחקנום),צמוםyשנו

)istic SpaceןRea(.מהוררתהכרללתזהה,דונמוקהלשנוהםדר-ממדו
מונומלו.פנוהרדורטמגבלתתחתפנוה,רוכרלתה,yקברמרחלט)רךy(ב

וששחקןלכל,yרגבכלבלבד.הפנוהקצבלyשרלטתשחקןכלשלבקרתר
לראוןאךורובר,רמוקרםמוקרמרלyדהוונרהמשחק,מצבלyמלאyמוד
yמוד yהרגבקרתרלyהורוב.שלות

משקפת(מכיימ,תצפותוyאמצנרשא(הצרפה),הררדףשוכרנההאחד,השחקן
המתחמק,שוכרנההשנו,השחקןנתרן.מקטומלוגולרורדורטלyברכרי)
זה,אזררגברללyארהררדף,שלהתצפותאזררבתרךהמשחקבתחולתנמצא
אתyלמנרושאףהררדףורוברזמן.במונומרםממנרלהתחמקשראףרהרא

להשהרתושאף-זאתyלמנרבוכרלתראוןאם-לחלופוןארכלול,התחמקרתר
זמן.מקטומרםלמשךתצפותרתחתהמתחמקאת

llyוקבשמהלכרמטלרל,לאררךהמצבyונרמשחקבמהלך yררצףההתחלתוהמצבו
באטטרטגוה,להשתמשמראשלבחררוכרלשחקןשחקן.כלשל(הבקררת)ההחלטרת
ננוחהמשחק,בפתררןהמשחק.שלאפשרומצבבכלבקרתראתהמגדורה

בהמשך.שתרגדרנהכפוארפטומלורת,באטטרטגורתמשתמשוםשהשחקנום
המשחק:שלגורטארתשתובוןנבדול
Game(הטרגמשחק of Kind(-במרחברתפוטההתחמקרתאזררונחפששבר

בונוהם.המפרודהמחטרםראתהמשחק,
Game(הדרגהמשחק of Degree(-באזררארפטומלווםמטלרלוםנתררהשבר

ההתחמקרת.
הדרגה.במשחקכאמרר,מתמקד,זהמחקר



-דן-

שלמלאבוסוומאפשרפתרונםצמו.yבפנואחדבלומדוסyהמשחקוםשנו
אופטומלוות.באסטרטגוותהרלודנטוהמרחבכל

[4בסוווה,yהבשלהמתומטוהפורמלוהנוסוחאתבוללזהפרק ISAACS y[
מרחבהגדרתצורום,רבותyמוסוד,הגדרותכוללהפרק].15[ולוון
ה.yהתנוומשוואותדגבולותוו,המשחק

הגדרות2.2

השחקנום:והוד
P(הצופה).הרודףהשחקן
Eהמתחמק.השחקן

Rnאוקלודומרחבהואn.ממדו n SERוהו ,S,המשחק.שלהמצבמרחב
שבשומוש.הקואורדונטותרכתyמלפוyוקבnהמומד

XESוהו ,X,המשחק.שלהמצבוקטור

CESוהו ,C,המשחק.שלהמטרהמשטחאוהמשחק,גבול

.Eשלהבקרהvו-Pשלהבקרהuתהוונה:
UEU,

VEV,
I u 1~1
Ivl~1

(2. 1)

בהתאמה.Eו-PשלהבקרהמרחבוהםVו-Uכאשר

:ווהו

Rהמונומלוהפנוהרדווס
Wu/RשלהפנוהקצבP.
Wv/RשלהפנוהקצבE.

KשלהתצפותוסרדוP.

W,בהמהורותyהשחקנוס.שלמדחלט,רך
השחקנוס.של

המהורדתואולובלבד,הפנוהקצבולyשולטותהשחקנוםשבקרותוצווון
ה.yקבונשארתהמוחלטרכהyב

ז.הנסוגהזמןבמשתנהגםנשתמשהרגול.הזמןמשתנהtוהו
שנוהם:בוןהקשר



Tf-tז=
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(2.2)

המשחק.לטיוםדyהזמןהואTfכאשר
o

ז.הנטוגהזמןלפיxכלשהואמשתנהשלנגזרתxב-נטמן

o

x=dx/dן (2.3)

o

x=-x (2.4)

XoE5יהי ,xo,בדרךיבוטאוההתחלהתנאיהמשחק.מצבשלההתחלהתנאי
=ז).O(הנטוגבזמןכלל

הציריםרכותyמ2.3
השחקנים.שביןהיחטילמצברקחשיבותקיימת
במרחבPשלהמהירותלוקטורהצמודותצירים,רכותyמ2מציג2.1ציור

היחטי.
המצב:וקטורלתyב)x,y(קרטזיתרכתyמ

X=(x,y,w)

המצב:וקטורלתyב)r,e(פולריתרכתyמ

X=(r,e,w)

הקרטזית.רכתyבמיקרyבנשתמשזובודהyב

E~כ~~_~~~~2.4
רהפרלרית.יחTהקרטהיחטיוח,רכותyבמהמשחקמרחבאתמחאר2.2ציור

שלההקואורדינטוחומוגדרוח,5המרחבבתוךכלשהיאXנקודהמצוירת
רכות.yהמבשתי
.wשלוהטימטריהוציר,Kשרדיוטוגליל,הואהמשחקמרחב
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y

p

R/u

s turnיp
terחce

R/v

sח turיE
center

זהרת.מנרנירתשתיבמשחקציריסרנרתyמ:2.1צירר
.Fig. 2.1: Coordinate systems in the game oFtwo identical cars



~

C(המטרה)המרחבנבול

Sהמשחקסרחב

Fig. 2.2: The game space.
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y

-t

המשחק.מרחב:2.2צירר
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רמשרראתר:Cהראהמשחקמרחבגברל

F =x2+y2_K2=OC C C

FC=rc-K=O

rז~חjJ~-ראדOז~חjJ~2

קרטזית:
(2.5)

פרלרית:

הyהתנרמשררארת2.5
המנררמלתבצררתןזהרת,מכרנירתשתידינמיקתשלהyהתנרמשררארתאתנציג

המלארת.במשררארתW=R=1הצבתיייyשהyנהנרמרל.המימד)(חסרת
הכללית:בצררתןהyהתנרמשררארת

X=f(X,u,v} (2.6)

· uyזחjJ-si~=

קרטזירת:בקראררדינטרתהמנררמלרתהyהתנרמשררארת

ux-ן+y=cos\jJ

· v-uזjJ=

(2.12 )

פרלרירת:בקראררדינטרתהמנררמלרתהyהתנרמשררארת

e}-COS8(זjJ-cos~=

o}}/r(זjJ-6=-u+(sin6+sin

· v-uזjJ=

(2.13)

אינפררמציה.ארבדןללאשהyנהנרמרל
פרמטר.כלכרללרתאינןהyהתנרשמשררארתלרארתניתן

הפניהלרדירסהתצפיתרדירסבין(היחסKהראיהyבבשנרתרהיחידהפרמטר
).2.5(המטרהבמשרראתyהמרפיהמינימלי)
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-----------המשחקהגדרת2.6
מותנהאינוהאחדשלפתרונוהדרגה.ומשחקהטוגמשחקאתבנפרדנגדיר

השני.שלבפתרונו

~§~~~_~f_~l~~L_~!~~_E~~~2.6.1

םתצפית.התחמקותEוםטרת(תצפית)תפיטהPםטרתתהי
להבטיחיכולEשםהןXoההתחלהנקודותכלאוטףEZההתחםקותאזוריהי

טופי.זמןפרקתוךהתחמקותצםוyל
•EZל-הםשליםהאזורCZהתפיטהאזוריהי

חציםשטחהואהםחטום.EZל-czביןהםפרידהגבולםשטחBהםחטוםיהי
y(חדיר ,SPSפילISAACS.(

פנילyבהתאםה,Eו-Pשלהאופטיםליותהאטטרטגיותvו-*u*תהיינה
שללאזורחדירהאילשחקןםבטיחהאופטיםליתאטטרטגיהנקיטתהםחטום.
הםחטום.אטטרטגיותתכוננהאלואטטרטגיותיריבו.
טגורםורכב,חדירחציכםשטחהםחטוםבבניתםתםקדהטוגםשחקפתרון

ומטלוליהםחטוםאטטרטגיותוהתווית,ISAACSשלשיטתופילyנוזל,ולא
הםחטום.

~_~~~§נf_Q~9~~~2ב~ם_1~~~~_ם 2.6.2

(2.23)

(')T
f

לגםר:דyהםשחקםשך,
Tf

dt=Tfן))=!Tf(XO,u(t),v(t
o

•EZההתחמקיתאזורבתוךםוגדרהדרגהםשחק

םתצפיתהתחםקותEוםטרתםקטיםלי,זםןלםשך(תצפית)תפיטהPםטרתתהי
םיניםלי.זםןםשךתור
הםשחק,)Payoff(תםורתתהי

בהתאםה.Eו-Pשלהאופטיםליותהאטטרטגיותvו-*u*תהיינה
יתרון.לותביאלאשלוהאופטיםליתםהאטטרטגיהשחקןשלטטייה

האוכף:שיויוןאיוויyםוגדרותהאופטיםליותהאטטרטגיות

Tf(XO,u,v*)~T(XO)~Tf(XO,u*,v) (2.24)

ווי:yהםוגדרהםשחק,של)Vaןue(רךyההוא)זxo(כאשר
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T(Xo)~min max Tf(XO,u,v)=Tf(XO,u*,v*)
VEV UEU

(2.25)

באזורהאופטימליותהאסטרטגיותבמציאתמתמקדהדרגהמשחקפתרון
האופטימליים.המסלוליםוהתויית,ISAACSשלשיטתופילyההתחמקות,

השימושיהחלק2.7
אויששבהםאזוריםהמטרהלyונזהההמשחקגמרשלמהותואתנגדיר

וגבולותיהם.(התחמקות)גמראין
):ISAACSפילy(הבאיםבשמותהאיזוריםאתנכנה

e PartןUP - Useab
e PartןNUP - Non-Useab

e PartןBUP - Boundary of Useab

(גמר)השימושיהחלק
(אי-גמר)הלא-שימושיהחלק
(השקה)השימושיהחלקגבול

yה-אתנגדיר BUPבהמטרה,לy2.13(זרת:(

o

ro=-cos(wo-8o)+cOS80=O

WO=280

wo=O
ro=K

(4. 1)

(4.2)

והשניהלוליןמשוואתהיאהראשונה.BUPSה-משוואותהןילyל)4.2(
=ז).O(נטוגיםהתחלהתנאימטמן)0(האינדקטגול.yמשוואת

יהיה:UPהשימושיהחלק

o

ro=-cos(wo-8o)+cos8o<O

~O<280, wo>O
(4.3)

~O>280, ~o<O

.2.3בציורמלאתיאורראהיל.yל)4.3(שלהמשליםיהיההלא-שימושיהחלק
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).e(ח<שמאלצדמסמןך-(-))e(ח>ימיןצדמסמן(+)בציךר,
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y

8UP+

BUP-

יגביליתיי.השימישיהחלק:2.3צייר
.e part and its boundariesןFig. 2.3: The useab

-t
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המטלרללמשררארתכללייםפתררנרת:3פרק

שם,למטפריםתואמיםהמשוואותמטפרי.]16ב-[3פרקלyמבוטטזהפרק
רצופים.תמידאינםולכן

מבוא3.1
התאורטיהבטיטהמטלול.למשוואותהכללייםהפתרונותאתמציגזהפרק
[4ךומת I SAAC S[ןרולו]15[•

•ISAACSמשוואותלyהמבוטטיםאופטימום,לקיוםהכרחייםתנאיםמוגדרים

םyיחדאשר,),Sadd1e-Point(האוכףנקודתתנאיהואהראשוןהתנאי
קיוםבהנחתאופטימליות.לאטטרטגיותמדיםyמומטפקהבקרה,מגבלות

יחדאשר,הצמודות,המשוואותהואהשניהתנאיאופטימליותאטטרטגיות
yהתנומשוואותםyממהוות(האילוצים),הyדיפרנציאליותמשוואותשלרכת

נתוניםההתחלהתנאיהתחלה.תנאיםyראשוןמטדרלא-לינאריותרגילות
הפתרוןנטוג.בזמןמוצגותהמשוואותולכןאמיתי,בזמןהטיוםבנקודת

לאחור.ארנטגרציהוויyשהyנהמשוואותשל
להבדקליהןyשורציפות,וםקישלאחדותהנחותלy'מבוטטותואותהמשו

שהבקרותמאחרהמשחק.מרחבלמלואטגורפתרוןהשלמתםyגלובלית
קייםמיתוג,בפונקציותהתלויותקיצוןכבקרותמתקבלותהאופטימליות

אי·רציפותאזוריפנךלyהדיפרנציאליותהמשוואותאתלפתורקושי
מיוחדים.הכרחייםתנארםבורםyנדרושולכןננקרות,

~~E~!~!~!~-~!~!!~~~!_~!~~~~~~!~~_~!כ
התאורטיהניטוח

המוגדרת:טקלריתפונקציהHההמילטונייןיהי

)3:1()f(X,u,v)+L(X,u,vז·u,v)=Vז,H(X,V

כאשך:
המשחק.שלרךyהגרדיאנטvז

3.2

3.2.1
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(')Lהתמורה.איבטגרבד
(·)f2.6(לפיהמהירותוקטור(.

MEוהראשובהיקריתyההמשוואההואלאופטימליות}אשוןהכרחיתבאי
אוכף:בקודתהמתארת,ISAACSלפי

min max H(X,VT,u,v)=O
Vf~V UE:U

(3.2)

המקיימותאופטימלירתלאסטרטגיות)Caחdidates(מדותyמוU*,V*תהיינה,
(3.2את MEI.(ההמשוואהאתגםתקיימבההןyהשביהקריתME2לפי

ISAACS:

.'.
H-~H(X,VT,u*,v*)=O (3.3)

הצמודות:המשוואותהואלאופטימלירתשביהכרחיתבאי

d ddt (VT)=- 3x H(X,VT,u*,v*)=

d ( .'.. ,.) a ( .'.. ,.)=-VT - f X u- v- - - L X u- v-
3X " 3X "

(3.4)

מסלוליםלאורךמתקיימים),3.4ו-()3.3(האחרובים,התבאיםשני
אופטימליים.

הבאות:בהנחותמשתמשיםילyשלהתבאים
לאורך)3.1-3.4(במשוואותותyהמופירותTהבגשלורציפותקיום.1

אופטימלי:מסלולשליםyקט

af(.)
3X

3L(') dax ,VT, dt (VT)

),2.24(האוכףשויוןאיבמובןאופטימליותאסטרטגיותקיום.2
מסלוליםוקיוםאופטימליות,לאסטרטגיותמדיםyמהמולהבדיל

שכנים.אופטימליים
אופטימלי.מסלולשליםyקטלאורךבבקרותרציפותקיום.3

הפיתוח.במהלךלקיוםיבדקואלוהנחרת
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----------הדרגהמשחק
יוגדר:ררyהגרדיאנטשלנויהyבב

3.2.2

VT::: (T , T , T",),
x y 't'

T =CJT/CJx.x. I
I

(3.5)

L(X,u,v)=1

):2.23(ראההואהתמורהאינטגרנד

(3.6)

למשוואת)3.6(התמורהאינטגרנדואת)2.12(הyהתנומשוואותאתנציב
):3.1(ההמילטוניין

H(X,V'T,u,v)=T ~+T y+T",~+I=
x Y 't'

=uA+vT +T sin1jJ+T cos1jJ-T +11jJ x y y

(3.7)

היא:Aהפונקציהכאשר

A=xT -yT -TY x 1jJ

A=-Te-T1jJ

קרטזיות:בקואורדינטות

פולריות:בקואורדינטות
(3.8)

האופטימיזציהאתyלבצניתןהבקרה,משתניביןספרביליותשקיימתמאחר
yלu-וv.לחוד

(3.2מהמשוואהאופטימליות,לאסטרטגיותמדיםyהמו MEI,(ובעזרת
יהיו:),2.1(הבקרהמגבלות

u~"=sgnA=CYl
(3.9)

v~"=sgn (-T1jJ)=CY2

כאשר:
(·)sgnהמקיימת:הסימן,פונקציתהיא



sgnx= {
+1,

- 1 ,

x>O

x<O
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(3. 10)

.x=oבררyמרגדראינההפרנקציה
AשלהמיתרגפרנקציתהיאP.
~TשלהמיתרגפרנקציתהיאE•

קיצרן.בקררתהןהמתקבלרת-u2ר01הבקררת
מתאפטת,,I,E~Tשלרגnהמיפרנקציתשברמצבשקייםנראה,בהמשך

הכרחייםתנאיםילyלהפנצטרךזהבמקרהמרגדרת.אינהלכן02רהבקרה
.07ש-ס=רנקבל],16ב-[אינטפחראה-מירחדיםמקרמיים

ארניברטלימשטחמטיפרטטינגרלרילמשטחשייכתזרהyתרפ
)y ,(Universal SurfaceפילISAACS•

שלצירופים6(טה"כזהבמשחקהצפרירתהבקררתשלרכיםyהאתנטכם
):01'02בקרהצמדי

01=il

(3 • 11 )

O?=i 1,0

(3.3מתקיימתארפטימלימטלרללאררך ME2.(האטטרטגירתאתלתרכהנציב
):3.9(מדרתyהמו

H*=H(X,VT,u*,v*)=IAI-IT~I+

0=+1-T~T cosח~+T si+ yyx

(3. 12)

).3.4(הצמרדרתהמשררארתגםתתקיימנהארפטימלימסלרללאררך
):3.12(זרתyבארתןנפתח

• aH",T -- =-01T
X dX Y

• 3H",T =- -- =olT
Y 3y x

• aH",T,I,=--- =-T cos~+T sin~
'1' d~ X Y

.e

(3. 13)
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•Tו-Aהמיתוגפונקציותלחישובאותנותשמשנההצמודותהמשוואות 1jJ

האופטימליהמטלולשלהדיפרנציאליותהמשוואות3.3
אופטימלי.במטלוליםyקטלאורךהדיפרנציאליותהמשוואותאתנרכז

האופטימליותהבקרותאתונציב),2.4(הקשרזרתyבנטוגלזמןבורyנ
.)3.9(מתוך

»:2.12((מתוךהנטוגותהyהתנומשוואות
o

Yןx=-sin1jJ+a
o

xןy=-cOSVJ+l -a
o

a21-ןjJ=a

o

TןT =a Yx
o

TןT =-a
xY

o

T =T cos1jJ-T sin1jJY1jJ x

(3.17)

»:3.13((מתוךהנטוגותהצמודותהמשוואות

(3.18)

במרחבכלשהיאנטוג)(בזמןהתחלהנקודתבורy=זoב-ההתחלהתנאי
המטרה):לyדוקא(לאוהמשחק

X(O)=Xo=(XO,YO,1jJo)
(3.19)

.)I,ד)=ד,.דOדVT(O)=V Xo Yo 'VO

לתוך)3.19(הצבתיי,yלקבלניתןהראשונותלנגזרותהתחלהתנאי
).3.18ו-()3.17(

תנאיהםשהyולמהנטוג,הזמןבמובןהםכאןההתחלהתנאירה:yה
אמיתי.בזמןטיום
שימושיייyהמשוואותפתרונותשליותרקומפקטיתצורהלקבלניתן

הבאים:הפרמטריםאתנגדירההתחלה.תנאיבורyבפרמטרים

(ro,8o,1jJO) yהמצב:וקטורבור



)0(~,()1(5()r 0 c,(()רזX 0 = ( r 0 5 i

)",52, T,5ב(
()'I'

VT()=( S]sinS,!, SlCOSS;;,T4!(])
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(3.20)

yהגרדיאנטבררy:רך

(3.21 )

כנדרש.],16ב-[ביבנטפח)8.12(הקשראתמקיימת)3.21(
דיפרנציאלירתמשררארת6שלרכתyמהיאהמתקבלת,המשררארתרכתyמ

יייyפתררנןהתחלה.תנאי6םyראשרןמטדרלא-לינארירתרגילרת
=ז.Oב-התחלהתנאיםyלאחרראינטגרציה

הפתררנרתרכרז-הארפטימליהמטלרלמשררארת3.4
המצב,רקטרראתהכרללרתהמסלרל,משןןארתכלמררכזרתזהיףyבט

יםyקטלאררךהמיתרגרפרנקצירתהארפטימלירתהבקררתרך,yהגרדיאנט
ב-בי,בנטפחמרבאהפתררןשלהמפררטהפתרחארפטימלי.מטלרלשלרציפים

פרמטרית.בצררהמרצגיםההתחלהתנאי].16[
.Eל-אפטרבקרתקיצרןבקררת-מקריםשנימרבאים

-------------------------------קיצרןבקררתבררyהמטלרלמשררארת
הבארת:לבקררתנכרנרתזהיףyבסהמשררארת

°1=:1:1

(3.22)
°7=:!:1

:Xהמצברקטרר

x=rosin(8o+01+(זOl-ן)COS+(ז

3.4.1

]cosljJ02+-(ז[COS(ljJO+OI (3.23)
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y=rocoS(eO+GlT)+sinT-

~]O+GIT)-sinח(~G2[si-

~=~O+(Gl-()2)T

:VTרךyהגרדיאנט

T =Slsin(S2+GIT)x

T =SlCOS(S2+GIT)y

T~=T~O-SlG2[COS(~O-S2-G2T)-COS(~O-S2)]

(3.24)

:-G2וGlהאופטימליותהבקרות

Gl=sgnA
(3.25)

G2=-sgnT
~

המיתוג:פונקציותכאשר

A=rOSlsin(eO-S2)-T~O+

+GlSl[COS(S2+GlT)-COSS2]

(3.26)

).3.24(מתוךTו-
~

--------------------------------Eל-אפסבקרתבורyהמסלולמשוואות 3.4.2

הבאות:לבקרותנכונותזהיףyבסהמשוואות

Glן:!:=
(3.27)

G2=O



- 33 -

:Xהמצבוקטור

)COST(ן-x=rosin(OO+OlT)-TsinW+Ol

Cosw+sinT)-זy=rocos(80+01T

\b=WO+Olד

זX=Slsin(S2+01(ד

yז=SlCOS(S2+01(ד

ז=0
W

°l=sgnA

°2=0

(3.28)

:vזררyהגרדואנט

(3.29)

01האופטומלווnהבקרו n02ו-:

)A3.26ב-(במו«
(3.30)
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הדרגהמשחק:4פרק

מבוא4.1
באזורהאופטימליותהאטטרטגיותבמציאתמתמקדהדרגהמשחקפתרוו

אתנגדירזהבפרקהאופטימליים.המטלוליסוהתוייתההתחמקות,
המטלולים.אתונתווההאטטרטגיות

תנאי]).16[(מקורהטוגמשחקפתרוווויyהוגדרההתחמקותאזור
ליוyש)up(השימושיהחלקלyיוגדרוהדרגה,במשחקנטוג),(בזמוהתחלה

ההתחלתיותהאטטרטגיותאתהשימושיהחלקלyנזההמטלולים.מטתיימים
אינוהאטטרטגיותשבהםהאזוריסואתהמיתוג,פונקציותותyבאמצ

EUSלמתחמקאוניברטלימשטחשלמוצאהמהויםמוגדרות,
)Evader Universal Surface(לרודףדיטפרטליומשטחPDS
)Pursuer Dispersal Surface.(

החלקלyמטתייםהמטלוליםשלחלקםאופטימליים.מטלוליםלאחורנבנה
,EUSהאוניברטלייםהמשטחיםשניאלמתנקזהאחרוחלקםהשימושי
מימיוהמטלוליםבבנייתהשימושי.החלקםyלמפגשדyליהםyוממשיך
מטלוליםזוגותיםyנובשממנו,PDSהדיפרטליהמשטחנוצרומשמאל

לטיוס).הזמו(=רךyשוי
השחקנים,לשניפניותכולליםזהבמשחקהמתקבליםהאופינייםהתמרונים

לגמר.דyלמתחמק,ישרקולyהyתנוגםמיםyולפ
המחייבתהטוג),למשחק(בהשוואההדרגהמשחקשלהגבוהההממדיותבגלל
UPלy(הגמרבצורותהגיוווקבyובמטלולים,תלת-ממדימרחבמילוי

מורכבים.התוצאות,והצגתהמשחק,שלהנומריהפתרוו),EUSלyאו
לפיכך,המשחק.במרחבמיתוגיםאי-קיוםאנליטיתלהוכיחגםקשה

ובמרחבהמצבבמרחב),K=6(אחדמקרהשלמלאפתרוובהצגתהתמקדתי
הפתרוושאופירyלשמקוםנותנתK=6במקרההפתרווהתנהגותהאמיתי.

].16ב-[המחטוםפותחבורוyש,Kח~2+התחוםכלבורyדומהיהיה

זו.נודהyבטופללאהפרמטריהתחוםשלהאחרחלקו
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התחלהתנאי4.2
לפיבךארפטימליים.מטלרליםנטרג,בזמןנרבעים,UPהשימרשימהחלק
עלדרמההגדרהנדרשתלאעליר.אלהלמסלרליםהתחלהתנאיהגדרתנדרשת
מאחר,EZההתחמקרתלאזררשייךשמקצתראף,NUPשימרשיהלאהחלק
נסרג.בזמןמסלרליםירצאיםלאשממנר
):3.20(בעזרתהמטרה,עלהמצברקטררשלההתחלהתנאי

XO=(Xo,Yo,WO)=(Ksin80,KcoS80,WO) (4. 1)

אינטגרלית:תמררהעםבמשחקהערךגרדיאנטשלההתחלהתנאיבללי,בארפן

e}=Oך.{V (4.2)

A

למטרה.המשיקיםתלריים,בלתיבסיסרקטרריn-1שלסטהרא}e{באשר
אפס.הראלסירם)הזמן(=הערךהמטרהשעלמבךנרבעלאפסהשרירן
בלרמר,T,=שלהגידרלבביררןבמרבן,רכיררנר,למטרה,ניצבVTש-מתקבל
המשחק.מרחבמרבזבלפי

}):3.8(גם(ראההבאיםהקשריםאתנקבללפיכך

o

T =1/roro

T8 =-T cos80+T sin80=0
o Xo YO

T =0Wo

AO=-T -T =080 1/10

(4.3)

הבקררתרלבןהמטרה,על(מתמתגרת)מתאפסרת,TWר-Aהמיתרג,פרנקצירת
}).3.10ר-()3.9((ראהעליהמרגדררתאינן,vר-*u*הארפטימלירת,

]),16[מקרר(ראהקמרררתזהבמשחקשהרקטרגרמרתמאחרזאת,עםיחד

בהמשך.זרתכרנהעלנמתמךהמיתרג·באזררvTב-רציפרתישנה
(3.12בנשתמש ME2-(למטרה:בסמרך

H~=IAOI-IT", I+T sinWo+T cosWo-T +1=0'1'0 Xo YO YO
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»:3.21ב-(גםזרy(נונקבל-ME2ל)4.3(אתנציב

T =MoKsin80xo

T =MoK~os80Yo

0=T oז

Sl=MOK

S2=80 (4.4)

:UPה-לyנאשר,

ן
)]o-80(זjJos~oS80-~Mo= K[

ן
0<---c;-=

Kro
(4.5)

פונקציותנגזרותותyבאמצהמטרהבקרבתהאופטימליותהבקרותרניyאתנמצא
):3.18ו-()3.17),(3.8),(4.4),(4.1(זרתyבהמיתוג,

o 0 o 0 o 0

A=xT +xT -yT -yT -T =-T xזx xY Y
o

AO=-MOKsin80

o

)o80ז-(o=MoKsinזT

(a4.5)

(4.6)

):4.3-4.6(זרתyבתהינההמטרהבקרבתהאופטימליותהבקרות

o
U*=Gl=sgnA=sgnAo=sgnsin80

(4.7)
o

)o-80(זjJV*=G2=sgn(-T )=-sgnT =-sgnsinoזז

):NUPל-השייניםמקרים(בהזנחתתהיהסימניםהחלפת

A=O+80ח=

o=זjJ80+0=Tז

ro=K (4.8)
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wloolחכאשרהאופטימלירתהבקררת

):NUPל-השייכיםמקרים(בהזנחתיהירהמימךאזררי

1CJ=,,1>ס80ח>

°1=1->ח80>2ח

wo1=CJ2>80>2ח

O<8o<wo-1=°2

(4.9)

(4.10)

0o=woאר8ח=סכאשרהארפטימלירתהבקררת

yנגזררתנבדדקמתאפסרת.הראשרנרתהנגזררתהסימנים,החלפתקריל
):3.18ר-()4.5a),(3.17),(4.4),(4.1(זרתyבשנירת

00 0

AO=-T =-olT =-olMoKcosOo=olMoK
Xo Yo

)80(ח=

00 o o o o

T", =T coswo-T Wosinwo-T sinwo-T wocoswo=
'Vo Xo XO YO Yo (4. 11 )

=02MOKcos(WO-80)=02MOK (80=WO)

):4.5(זרתyבתהינה,הסימךהחלפתקריבקרבתרהבקררתהמיתרגפרנקצירת

00

U*=01=sgnA=sgnAO=-sgnCJ1 )8(ח=ס (4.12 )

00

V*=02=-sgnTw=-sgnTwo=sgn02 (oo=wo) (4.13 )

מאפשררת,02בררY),4.13(םy)4.3(משררארת,]16[במקרראינספחלפי
כלרמר:אפס,אסטרטגיתרגסקיצרךאסטרטגירתגסwo=80בקרבתEל-

02=:!:I,O

o

הרי),Tw=O(]16[במקרראישבנספח)A.10(התנאיאתמקייםזהשמקרהמאחר
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משטחמטיפוססינגולרימשטחקיום!גלמצביעהEעבורv*=a2=Oשבחירת
Evaderל-אוניברסלי Universal Surface) EUS,E(,לאורךהמטרהעלהמתחיל

אונספחדרישותעלעונהאינהalהבקרהזאת,לעומת.wo=80הלוליניהקו
).al'Oעבורמתקיימתאינה)4.12(«ריטוטמאפשרתשאינהמאחר],16[במקור

אי-מהווהוהואאוניברסלי,למשטחמקוראינוהמטרהעל8ח=סהקולפיכך,
אופטימליים.מסלוליםשללאחורבבניההנוצרתאחר,מטיפוסרציפות

הבאה:בדרךnהסינגולריוnופעוnהnאנזהה
המטרה:בקרבת),3.9(םy),2.13(הפולריותהyהתנובמשוראותנשתמש

80=-al+(sin80+sin(wo-8o))/K

.
WO=a2-al

80ח=:Iאמקרה

80=-al-sinWO/K

):4.7ב-(yונסתיי,80ח>הצדאתרב-(-),80ח<הצדאתב-(+)נסמן

.+.- + -8o-8o=-Gl+al=2

זהמתרחקיםGlשלהסימןהחלפתקוצידימשניהמהירותוקטוריכלומר
PDS,Pל-דיספרסלימשטחמטיפוסהואכאןnהסינגולריהyהתופולכןמזה,

)Pursuer Dispersal Surface(.

WO=80:בימקרה

8 o=-a 1+s in8 o/I(

.
1\>0=°2-°1

):4.7ב-(yונסתיי,Wo>80הצדאתוב-(-),wo<80הצדאתב-(+)נסמן

.+.- + -8o-8o=-al+Gl=O
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-+.+.- ~-O~O=02-02ן-=

כלפיזהפרנים02שלהמימוהחלפתקרצידימשנרהמהירותרקטוריכלומר,
EUSל-אוגיברמלימשטחמטיפומהיאכאוהמינגולריתהyהתרפרלכוזה, ,E,
קודם.שהוצגכפי

הן:המטרהלyלתיותnההתהבקרותלטיכרם,
yהארניגרמליהמשטחממלוליבררEUS,כאשרO~00=:

ol=!l

(4.14)

02=0

yהשמושיבחלקהמתחיליםממלרליםבררUP,כאשרo~Go':

01=!1
(4.15)

02=!1

אזרריואתהמטרה,שלפרימההמתאר,4.1בציורזהיףyמתרצאותאתנמכם
באותירתמומנוהאזוריםבהם.המוגדרותההתחלתירתהאסטרטגירתםyהסימו
c,b,a-וd.,01=1-(שמאלצדמסמוו-(-))01=1(ימיוצדמסמו(+)בצירר.(

אסטרטגירתבבחירתכלליותמגמרת4.3
המרגממשחקירתרהמסובךהדרגה,משחקשלהמתימטילפתרחשניכנסלפני
רנתארואיכרתית,בצררההפתררואופיאתנציגירתר,הגבוההמימדיותובגלל
.4.2בציררהאמיתי,במרחבתמררניםתארררתyבאמצגם

נסרג)(בזמויםyהנובמסלרליםהוקיימיםהדרגהבמשחקהסרג,ממשחקלהבדיל
(tributariesהארניברסלייםיםnמהמשט EUS,(הנובמסלרליםרהוyמהחלקים

מושחלקהוא,המרדףשלבמרנחיםזהפתררושלרתyהמשמ.UPהשימרשי
PראילרישרבקרהyבתנרמסייםEשבה,EUSלyהyבתנריסתיימרהמרדפים

גםכאשר,UPלyיסתיימוהמרדפיםשלהאחרוהחלקפניה,שליצרמהyבנמצא
EרגםPבנמצאיםyברגפניות.שליצומוy,ביןהמרחקכמרבו,המיוםP-לE

)4.14ב-(שהרצגואמיתי)(בזמוהסרפיותלבקררתבהתאמהזהתאור.Kהרא
).4.15רב-(
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2ר

2חד0
\f

NUP
+0...
61=1כ

,
a1=61 1=6'2<-1=°2@

PDSPDSז
-1=61

1=6'2@-1=<
-1=6'2@

I
0...

NUPB1-

8

השימישי.החלקעלהתחלתייתאסטרטגיית:4.1צייר
.the useab1e-partחסitia1 strategiesחFig. 4.1: I
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טוגיהם,לשניאופטימליים,מטלרליםניבנים,yצירטביבטימטריהמיyמט
הערך)(=לסיום~ורהIזמןבעלותבנקודותביניהםרנפגשיםומשמאל,מימין
PDSל-הדיטפרטליהמשטחלyהנמצאותהכיררנים,לשני ,P.

למרדפיםאופיניותדוגמאות

כפיהטוג,משחקשללתמרוניםאנלרגייםהדרגהבמשחקהאופינייםהתמררנים
הדרגהשבמשחקבהבדל],16[במקור4~2בציררדיעדאיבמקריםמרצגיםשהם
בהחחמקרת.מטתייםתמררןכל

1במקרההדרגה.למשחקאופינייםתמרוניםשנימתארשלהלן4.2צירר

•EUSל-שייכתהיא2במקרהואילר,UPל-שייכת(טירם)ההתחמקותנקרדת

שמאלהפרנהEהזמןאותוובמשך,Pל-ן-P1משמאלהפרנהP,1במקרה
ההתחמקות.מתרחשת,Kהראביניהםכשהמרחקזה,במצב.E~-ן-E1מ

yבנקרדהרהתישרותשמאלהפניהמשלבתEשלתרyתנר,2במקרה E2הישרל
פרנהPראילר,PשלהטיוםנקודתדרךרברyרEשלהפניהלרדירטהמשיק
לנקרדהyהגיE(כאשרההתחמקותמתרחשתראז,-P2לדyרקyרמגיימינה

•)Eב

אז-דיהמקריםאתהמשלביםמצבים,שליחטיתרבגיווןכאןמתקיים
שלהלן.4.2ציורשל-2ר1המקריםראת],16[במקרר4.2שבציור
האמיתי.במרחבנרטפיםאחדיםמקריםנתאר),4.10-4.12(בצירריםבהמשך,

EUSהאוניברטליהמשטחמשרראות4.4

yשלהכלליותבמשוואותנשתמש (3.27-3.30) EUS4.1(ההתחלהתנאים,(
האוניברטלי:המשטחמשרראותאתרנרשרם),4.14ו-()4.8),(4.5),(4.4(

:Xהמצבוקטור

x=(K-T)sin(OO+OlT)+Ol-ן)COS(ז

sinT80+01+(ז(y=(K-T)cos

1/1=80+°1'

(4. 16)

:VTרךyהגרדיאנט
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P1

Kp
2

P1

E1

KP2

case 1lUP) :u=-1 ;v=-1 case 2 (EUS): u=1 ;v=-1 ,0

האמיתי.במרחבהדרגהבמשחקארפינייםEUSר-Upמסלרלי:4.2צירר
Fig. 4.2: Typical Up & EUS trajectories in the game of degree in the

.real istic space
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T(ד =MOKsin(eO+01x

T(ד =MOKcos(eO+G1y

T =0
\jJ

ן
Mן---(->0 0= -K-(C-O-S-e-O

]}=coS80°1-(ד=sgnA=sgn{01MoK[cos(eO+01

=sgn{01[coS80-COS)80+01{[(ד

02=0

(4.17)

:UPה-לyכאשר

האופטומלוות:הבקרות

(4.18)

אתולקבל,jJ\ממשואתדאתyלחלנותןו-ד.80בפרמטרוםהןהמשוואות
.-80ובjJ\ב-המשוואותותר

yמופישאונו80הפרמטרמתוספתכתוצאהמשטח,משוואתהיא)4.16(

(4.16במשוואות EUL(משואת,80=0נציבאםהסוג.משחקשל]16[במקור
EUSלמשוואתמתכנסתEUL,קטלאורךשלפחותהדבר,ופרןשyרצופים,ים
EULמחותוךמתקבלy EUSהמחסום.ם

Yסינגולרי.אופטימלימסלוליבנה,80התחלהנקודתכלבור
סינגולריום.מסלוליםשלאוסףהואEUSלפיכך

במשחק:אוניברסלייםמשטחיםשניקיימים
+01=1) EUS(-,1-=01ו-ימני) EUS(-.שמאלי

המשטחיםדרךjJ\חתכיהיתרביןמתוארים4.9ד4.4yבציורים
+ •EUS-האוניברסליים
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PDSהדיספרסליוהמשטחהאופטימלייםהמטלוליםמשוואוח4.5

האופטימלייםהמטלולים4.5.1
)UPמטלולי-(להלךUPמ-יםyהבובאלה-מטלוליםטוגישבייהיונאך

o(tributaries)מ-יםyהבובואלה EUSשלהנלליוחבמשואותבשחמש
תבאי].16[במקור)8.10ו-()8.9(),8.2(ונך),3.22-3.26(המטלולים

)4.16(ומתורUPמסלוליבורy)4.1(מתורלמקרה:בהחאםילקחוההחחלה
•tributariesה-בורyנלשהוT1בזמך

:UPמטלולי

)+COST(ן-x=Ksin(80+G1T)+Gl

+G2[COS(~O+GIT)-COS~]

y=KcoS(80+GIT)+sinT-

-G2[sin(~o+GIT)-sin~]

~=~O+(G1-G2)T

(4.19)

:T1בזמך)4.16(מתור,tributariesל-התחלהתבאי

)COST1(ן-Xl=(K-T1)sin(80+GlTl)+G1

Yl=(K-T1)COS(80+GlTl)+sinT1

~1=80+GIT1

(4.20)

:tributariesה-אתונקבלהמסלולים,שלהנלליותלמשוואותבציב

)]+COS(T+T1[ן-X=(K-Tl)sin[80+Gl(T+Tl)]+Gl

+G2{cos[80+Gl(T+Tl)]-COS~}
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y=(K-Tl)COS[OO+Gl(T+Tl)]+sin(T+Tl)

-G2{sin[OO+Gl(T+Tl)]-sinW}

W=OO+GITl+(Gl-G2)T

(4.21 )

:nררyה
.EUSלyההתחלהתנאירבמשררארתהמטלרליםבמשררארתזההGlהגררם.1

.EUSםyהמטלרללמפגשדyהזמןהראTהגררם
המטרה.לyהרלררנטיEUSארUPהתחלתנקרדתהרא0הגררםס

wo=8oנציבשבי[יהן.אםבייתפריימתלכדרת)4.21ר-()4.19(משררארת.2
.Tl=Oר-

•Tלטירםדyהכרללהזמןרתyבאמצהמשררארתאתנבטא
t

T =T+Tl
t

(4.22)

:UPמסלרליממשררארתWoראתtributariesה-ממשררארתTlאתנחלץ

GlG2)Tt)+(ן-Tl=-G2(60-w
(4.23)

WO=W-(GI-G2)Tt (Tl=O)

:TזרתyרבTlחילרץלאחריהיר,tributariesה-
t

)+GIG2)Tt]sin(8o+GITt)-(ן-X=X(W,Tt,80)=[K+G2(60-w

)COSTt(ן-G2[COS(80+GITt)-COSW]+Gl+

)-GIG2)Tt]COS(OO+GITt)-(ן-y=y(W,Tt,80)=[K+G2(80-W

-G2[sin(Oo+GITt)-sinw]+sinTt

(4.24)

:TזרתyרבWoחילרץלאחריהיר,UPמטלרלי
t
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)+COST(ן-,T ,80)=Ksin(80+a1T )+a1~X=X( ttt

+)a2Tt)-COS~a2[cos+נ~
(4.25)

-tזt)+sinז,Tt,80)=KCos(8o+a1~y=y(

a2T+נ~ )-sin~a2[sin(-
t

80אתבמקום~Oאתyלחלהיהניתך)4.25ו-()4.24(במשוואותרה:yה
המתימטי.בפתוחנוחזהאיךאךז,1או

PDSוה-המסלוליםמשפחות

),a1=1-(שמאלמטלוליאתוב-(-))a1=1(ימיךמטלוליאתב-(+)נסמך
הטוגים:משני

4.5.2

+++++ )280;a,,ז(~X =X
t

+++++ )280;a,,זy =y (1jJ
t

;);a~8(~-,ז~,X-=X

;)e;;a(~-,ז~,y-=y

a1=1

a1=-1

(4.26)

(4.27)

אלהומימיך,משמאלהאופטימליים,המטלוליםאת:תארותאלומשוואות
קיימיםהכלבטך.EUSמה-יםyהנובואלהUPמה-נסוג)(בזמךיםyהנוב

האותכאשר**,וויyאותםנטמךהאופטימליים.המטלוליםשלטיפוטים23=8
ובציור4.1בציור(כמוגדרdאוc,b,aהאטטרטגיהאזוראתמיצגתהשמאלית

למטלולי-Eו-UPלמטלולי-Uהיאהימניתוהאות),4.3
EUS-tributaries.,לדוגמאbE1בעלמטלולהוא=a1=a2מ-הנובעEUS.

הצגתעוויהתלת-ממדיהמצבבמרחבהאופטימלייםהמטלוליםאתלתארניתך
++~ 02ערכיכאשר,eoר--זריםUהפרמשגיוהyובאמצ,yקבו~לוyבחחנום
t

למקרה.בהתאםיבחרו
++-- שייכים-80ו~ו-ימיך,למסלולישייכים-80ו~ש-לב,לשיםישרה:yה

יהיו:ערכיהםתחומיהנומרייםבפתרונותולכךשמאל,למסלולי



- 47 -

++
JO/ן..::.,2e..::.0זך

(a4.27)

jJ-2ז"::'ח,°80"::'

(PDSל-דיפרטלימשטחעלביניהםנחתכיםומשמאלמימיןהמטלולים P,(
הערך).(=·לטיוםשווהזמןבעלותבנקודות

):4.27ו-()4.26(אתנשווה

----++++ )2T t ,80; CJ,(זjJT t 'e 0 ;CJ2) =x,(ן/Jx
(4.28)

----++++ )Tt,80;CJ2,(זjJTt,80;CJ2)=y,(זjJY

+ ,UP-מטלולישלשוניםצרופים)22(2=16מיצגות)4.28(המשוואות
+ EUSמטלולי -tributariesו-ןCJ,בפועל.מתקיימיםצרופים12רקמתוכם

לדוגמא,צרופים.4היותרלכלמתקיימיםהמצבמרחבשלכלשהוז.:חתך
בעלUPמטלולביןמחיחוךהנוצרתדיטפרטליתנקודהמיצגaU-cEהצרוף

1=CJl=-CJ2לביןEUS-tributary1-בעל=CJl=-CJ2.
aE-dUלצרופיםדוגמאות ,aU-dU-וbE-dE4.12עד4.10בציוריםמוצגות,
בהמשך.יובאאלהלציוריםמפורטתאורבהתאמה.
קיימתאינהזו(דרישהדיטפרטליתנקודהעלהעררלשויוןהדרישהאתנוטיף
הטוג):במשחק

+Tt=Tt=Tt (4.29)

במרחבכלשהיאבנקודהו-),לערכי(+)ערכיביןהמקשרותמשוואותנוטיף
המשחק:

+-
ןjJז=2-ח

(4.30)
+- e=28-ח

+ :Ooו-80אתyנחל)4.30ו-()4.29(עם)4.28מ-(
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-++ 80=80ז,~);°2),2(
t

(4.31)
-+-

80=80ז,~);12),°2(
t

:t משוואתאתונקבלהמתאימים,02רכיyםy),4.27ל-(או)4.26ל-(נציב
:PDSהדיספרסליהמשטח

)t(~,זt)]=X(~,80ז,t[~,זX=X
(4.32)

)t(~,זt)]=y(~,80ז,t[~,זy=y

ז.tו-~הפרמטרים,בשגימשטחמשוואתזו
מסלולים.סוגישלאחדיםצרופיםבאןקיימיםכאמור,

+ ולבן-80בטרנסצנדנטליות)4.28(המשוואות*E-*Eו-*U-*Eמסוגבצרופים
בשיטהאנליטיפתרוןלקבלניתן*U-*Uמסוגבצרופיםנומרי.פתרוןהכרחי

-+ )aU-dU(הצרוף02=02=1-המקרהבורyהפתרוןלדוגמא,יל.Yלשתוארה
הוא:

-1-+ ]K)/זsin [(1-cos+=80=80-ז-ח
tt

(4.33)

סימטריות.התחלתיותזויותמתקבלותזהשבמקרההואבאןניןyהמ
+ תמיד,שיתקייםבךיבחרו,השוניםוהצרופים02רניyהנומרי,בפתרון

):4.23(זרתyב

+
O~lז

02~O<0280

yמסלוליבררEUS-tributaries:
(4.34)

yמסלרליבורUP:
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הסינגרלרייםרהמשטחיםהמסלרליםשלאיכרתיתארר4.6
מרחבאתממלארתלסרגיהם,הארפטימלייםהמסלרליםרמשררארתEUSמשררארת

ירצרהאגפיםמשנימסלרליםמפגשארפטימליים.במסלרליםההתחמקרתאזרר
.PDS
בררyההתחמקרתבאזררהמצבבמרחבהפתררןאתאיכרתיבארפןמתאר4.3צירר

שלרהחיתרךקרימסרמניםאךמרסר,צמרyהמחסרם.W~0~2חרבתחרםKח~2+
yייהמטרהם)A"DAA I DAA(רyרלרייםנגהסיהמשטחיםם)1EUS +-DB, EUS --DB,

'~'PDS-A'BCB.(מזדהרתהמסרמנרתהנקרדרתy16[במקרר4.3ציררשלאלרם,[
ימן.yמתלכדרתאינןאךBר-'Bל-אמנםקררברתאשר,6ר-'6טyלמ

הקרים:"יyר,AAר-ייAA'הקשתרתיייyתחרםPDSהדיספרסליהמשטח
+ "y -A'CAר-המחסרם,לy - AQAהארניברסליהמשטחהנ:טרה.לEUSתחרםyי"

yהקרים: - BDהמחסרם,לy - QDר-המטרה,לy 6QלPDS.המשטח
yהקרים:יייyתחרםEUSהארניברסלי - B'Dהמחסרם,לy - QDהמטרה,ל

yר- 8'QלPDS.
+ אשרארפטימליים,ממסלרליםצמםyמררכביםEUS-הארניברסלייםהמשטחים

פניםכלפיבקרבתר,(כמרבן,המחסרםלyארPDSלyאמיתי)(בזמןמתחילים
EZ(רמסתיימיםyהמטרהל)80=Wo.(מy,ש-נייןEULשראףרמסלרלירמחסרם
(4.16ממשרראתלרארתשניתןכפירמסלרליר,הדרגהבמשחקEUSל- EUS(נציבאם
].16[במקרר)4.16ל-(ארתהרנשררה80=0בה

בשנילסירםשהזמןמאחרPDSה-בסביבתנפרדרתדרכיהםזאת,םyיחד
שינה.המשחקים

++ מסלרלים.נסרג)(בזמןיםyנרבUPרמה--EUSמה--
חלקםהמסלרלים,אתלאחררכשנבנה.4.3בציררמרתריםלדרגמאמסלילים

המחסרם,לקרבת),חלקםcבאזררהמסלרליםשנילדרגמא(ראהNUPל-רyיגי
yל-רחלקם .PDSה-לPDS,,לטירםהזמןכאמררtשררה.הכיריניםלשניז

yחיתרךשלCר-N,יA'הנקרדית PDSמתלכדרתהמחסרםםyהנקרדרתם
הזמניםהסרגבמשחקגםאלרבנקרדרתכלימרמחסרם.PDLשלהמתאימית

PDLר-()AיC(יםy(הקטהמקימרתביתרשרים.לסירם «A"Cשראףאינר
הסרג.במשחקלסירםהזמניםאי-שיירןבגלל,PDSל-

גרדלטדר-מארדקטןבזמניםההבדל),K=6(שנבדקבמקרהזאת,םyיחד
מתלכדים.טyכמPDSרה-PDLה-בררלכןלטיים,הזמןמסה"כ1%של
ההתחמקרתאזרראתמחלקיםרהמטרה,המחטרםםyביחד,EUSה-ישניPDSה-

הצירר.גבילyהמטרמנים,dר-c,b,aאיסטרטגירתאךרריהyלארב
משתנה.Wרבאחרים,yקברWליyבהמסלרליםbר-dבאזררים



ח



- 51 -

(הצרוףBBיQהמשטחבאזור,PDSה-פנילyהסוג,למשחקאנלוגיבאופן
*b*-d(המשטחיםבאזורואילוהשחקנים,שנישלהבקרותמתמתגותAA'BQ
"AAיQ-ו B,)םירופצ*a*- dו-"b *- c(לשוקרחרקבP.

).aU-dE(הצרוףהאחרוןלמקרהדוגמא4.3בציורראה

----------------------------------שונים~רכיyבהדרגהמשחקחתכיתאור4.7
.K=6המקרהבורyהמרחבשלאחדים~חתכימתארים4.9ד4.4yציורים

הסנגולרייםוהמשטחיםההתחמקותאזורשלאופיניתצורהמציג4.4ציור
אזור.לכלהאופינייםוהאסטרטגיותהמסלוליםהגדרתאתוכןשבו,
).Gl=02(אמיתיבמבטמסלוליםהםבחיציםהמסומניםקויםהציורים:ביחר
yבאזורישווה,80ליyבמסלוליםדרךחתךהםחץללאקוים .Gl=-G2גולים

מסומן.CZהתפיסהאזורמחטום.EULדרךחתךמטמניםקטנים
yה-לPSDלטיוםדהזמניםמסומנים)yמקורבים).רכים

t
מטימטריהמתקבלהמשליםהתחוםכאשר~ח-,O~wהתחוםאתמתאריםהציוריםכל

.yהצירטביב

,-300-ו900-,1700-,-1800-לשווהWחתכיאתמתארים4.8ד4.5yציורים
yה-בניתאתמתאר4.9ציורבהתאמה. PSDשוי(קריםאיזוכרונותחיתוך"י

.W=170°-המקרהבורy,ומשמאלמימיןום)לטיןilז
ככל.PDSלyטyלמוהחתכים,המטלוליםשלחלקותניכרתהחתכיםבכל

+ EUSלכיורןwמ-ח-=שנתרחק ,w=Oיצטמקyשידyהחתכיםבכללחלוטיןלם
.W>WBליyב

בורyלדוגמא,שונים.PDSה-אתהמרכיביםהצרופיםהמקרים,מןאחדבכל
W--1700הםהצרופים)-4.6ו4.4(ציוריםaE-dE ,aU-dE ,aU-dU-וbE-dE.
הצרופיס)4.7(ציור=~900-בורyזה.בחתךקייםאינוbUמטיפוטהמטלול

aE-dUהם .aU-dUר-חדש)(צרוףaE-dE.מy1800-החתךניין=Wהחתךשבו
יש.bE-dEיחידהואאותוהמרכיבוהצרוף,)CQ(ישרקוהואPDSדרך

מהצרוףהמורכביםPDSיyקטטyולמ,W=1800-הטימטריהחתךטyשלמלב,לשים
aU-dUבמסלולים»,4.33((ראהyנקודהבאותהנפגשיםאינםשווה1801לי

yלPDS.חוyהקיצוניומהחתךהסימטרימהחתך)PDS ,(w=Oמ-סוטהPDL
.4.7בציורהגדלהראהכלשהוא.ורyבשמחסום

רות:yה
אתהמחשבתמחשב,תוכניתותyבאמצחושבוהבאיםבציוריםהתוצאות.1

.איבנטפחמוצגתהנומריהפתרוושיטת.PDSואתהמסלולים
הרגיל.הרדיפהמשחקםyלהשוואה]16[במקורדינטפחראה.2



~ 52 ~

המסלולים:סיגיהגדרת האזררים:הגדרת

-1 1

1 1

1 - 1

-1 -1

U-הבובמסלוליםyמ-ךםUp.
E-הבובמסלולךםyמ-ךםEUS•

of regionsחitioחdefi

v u זוראה

(a)

(b)

(c)

(d)

)r UP (Uס)EUS (EחסחסatiחiחL te

(rכ[).@@ס.sחoוstrategy reg
y

dU

x

הדרגה.במשחקאזוריםוהגדרתאופייניljJחתך:4.4צירר
Fig. 4.4: Typica1 ljJ - section and definition of zones in the game of

.degree
O~IjJ-ח~
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y

8-=-1800

o

הדרגה.במשחק80חתכי:4.5צירר
.Fig. 4.5: 80 - sections in the game of degree

,K=6=18-.סס 1jJ

60°
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y

1700

~=180°o

Xהדרגה.במשחק80חתכי:4.6ייר
.the game of degreeחs iחFig. 4.6: 80 - sectio

K=6,ן-=jJז70°.

cf
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t+=theד]3·66 .PDL ofחס
26·3=r 8 Tt"וthe barr

62·3=tז
y

B

x

0°

6Cf

900

1200

1500

הדרגה.במשחק60חתני:4.7צייר
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הדרגה.במשחקPDSלבביתאיזרנררנרת:4.9צירר
.Fig. 4.9: Isochrones in construction of PDS in the game of degree
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האמית~במרחבתמרוניםתאור4.8
צרופיםבשלושה,PDSמ-יםyהנובתמרוניםמוצגים4.12ד4.10yבציורים
aE-dUשונים: ,aU-dU,-וbE-dE,.בהתאמה

המסומנות,-4.6ו4.7בציוריםPDSלyהתחלהלנקודותמתאימיםמרוניםnה
A2,A1וA3-.מטיפוסתמרוניסבהתאחהaE-dE-וaU-dEמוצגים.אינם
:A1נקודה-4.10ציור

לפנימתרחשוהסיוספגיה,אופציותשתיישPל-שבהדיספרסליתנקודהזו
תו.yבתנולהתישרמטפיקEש-

-+ שזמניובן),4.33ב-(שהוצגבפי80=-80-שלראותניתן.UPלyהטיוסלבן
+ שוים.:Ttהטיום

:A2נקודה-4.11ציור
שנבחרהפניהמביווןתyמושפEשלתוyתנו.Pל-דיספרסליתנקודהזוגם

yוויP:אםPשמאלה,בחרEבנקודהמטייםE2בלומרהפניה,בטיוםבדיוק
yלUPPימינהEמתיישר~Eומטיים+ הyתנוyקט•-E3בבנקודהבחראם

yל+i: הסיוםזמנישונים.80באן•EUSהואזה
t'

שוים.
:A3נקודה-4.12ציור

Eל-דיספרטליתנקודהזוגם .Pלביווןבהתאםשלוהפניהביווןאתבוחר
•UPלyהטיוםולבןישר,בקוyנאינוEהמקריםבשני.Pשלהפניה

++ שוים.הסיוס-,זמנישונים.80באןגם
t

~ב~~~~~_~~בכ_!~!~~!~!~_~~~~!~4.9
המיתוג.בפונקציותמתוגקיוםאיהנחתמתוךשהyנהדרגהמשחקשלהפתוח

זה.ניןyלנתייחטזהיףyבס
yמסלוליבורUP,במשוואתנשתמשy (3.24) VT4.4(התחלהתנאים:(

T =MoKsin(80+crl')x

T =MoKcos(80+crl')y

T =-cr2MoK[cos(~o-80-cr2,)-cos(~o-80)]
~

(4.35)

).4.5ב-(מוגדרMoבאשר
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A3סSנקרדת:4.12צירר Pהדרגה.במשחקהאמיתיבמרחב
.Fig. 4.12: PDS-point A3 in the real istic space in the game of degree

,1.95צרוף bE-dE=170-,סך=K=6, JjJ
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):4.4ו-()3.26),(3.25(ותyבאמצתהונה,UPמסלולובורyהאופטומלוותהבקרות

°l=sgn{olMoK[cos(eO+OlT)-COSOO]}
(4.36)

02=Sgn(-TW)

).4.35(מתוךנלקחTWנאשר
yמסלולובורEUS-tributaries•בזמןהתחלהתנאונצובy TlלEUSמתוך
)4.17:(

T =MoKsin(8o+o1Tl)xl

T =MoKcos(8o+alTl)Yl

T =0Wl

Wl=OO+OlTl

(4.37)

):4.16(מתוךWשלההתחלתורךyבזרyנ

(4.38)

כאשר)3.24(הנללוותVTמשוואותלתוך)4.37(ההתחלהתנאואתנצוב
Sl=MoK ,s2=8o+alTl:

):4.38ב-(גםזרyנ

T =MoKsin(Oo+Ol(T+Tl))x

T =MoKcos(OO+Ol(T+Tl))Y

TW=-02MOK(COST(ן-

(4.39)

yהתחלתהואכאן8ש-סמודגש EUSהמסלולהתחלתולאהמטרה,לyלEUS.
Mo4.17ב-(מוגדר,(מ-להבדולMoשל)4.35.(

):3.26ו-(),3.25(זרתyבתהונה,tributariesה-עבורהאופטומלוותהבקרות
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]}l))-cos80(°1ך+ז=sgn{OlMoK[cos(OO+Ol
(4.40)

02=sgn(-T~)

.)4.39(מתוךנלקחT~כאשר
שואפיםהמחטום,כלפיהקיצונייםהדרגהמשחקשמטלוליציינו4.6יףyבט

להם.המקביליםהמחטוםלמטלולי
נציבאםלראותשניתןכפירך,yהבגרדיאנטאי-רציפותישנהזאת,םyיחד

0=80למשוואת (4.17) Mo,0=80=0למשוואתאו (4.5) Mo.~ה~קריםבשני
Moובלאינטוף,ישאףyגםקבותיוVT.תופזוyשהמאחרצפויה,הyרךy Tל

כאינטופי.מוגדראומוגדר,אינוהטוגבמשחקהמחטום
בהןבנקודותהמיתוג,זמניאתלמצואכאןגםנוכלהטוג,למשחקבדומה

להבדיל,אבל,טימן.מחליפות}4.40ו-()4.36(שלהמיתוגפונקציות
וכנראהמטובך,ההתחמקותאזורבתוךמתוגקיוםאילהוכחתהניתוחכאן
אנליטית.אפשריבלתישהyלמ

הyובידי,Kח<2+רכיyבהטוגמשחקשלהחלקהההתנהגותמתוךזאת,םyיחד
שמשכימאחרוכןדומים,הטוגובמשחקהדרגהבמשחקהאופיינייםשהמהלכים
שלאלהניחטביריותר)מוקדם(הטיוםיותרקצריםהדרגהבמשחקהתמרונים

•Kח~2+בורyהדרגהבמשחקמיתוגיתרחש

)4.40ו-()4.36(המיתוגפונקציותנבדקו),K=6(זהבפרקהמוצגבמקרה
yלבצניתןאחר,נומרימקרהבכלמיתוג.אי-קיוםואומתהמטלולים,לאורך

מיתוג.אי-קיוםלודאמנתלyזובדיקה
מיתוגיםשיתקיימויתכןאחרת,מתכונתמקבלהמחטוםשבהם,Kח>2+רכיyב

הדרגה.במשחקגם
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בגרטתהזהות,המכונוותשתובמודלמתצפותההתחמקותותyבמרצגתזהבמחקר
הטוגמשחקרוןnבפטקyשקודם,למחקרהמשךמהווההמחקרo(GOD(הדרגהמשחק

)GOK(מודל.אותושל
האופטומלוום.המטלולוםשלהכללוותרהמשוואותהארפטומלוותהבקררתפרתחו
(K=6המקרהבורyמלאנרמרופתרוןמוצג Kלרדווטהתצפותרדווטבוןהוחטהוא
•Kח<2+הפרמטרוהתחוםאתמוצגזהפתרוןרכתו,yלההמונומלו).הפנוה

הדרגה.במשחקוהןהטרגבמשחקהןנוטףמחקרדורשKח>2+התחרם
אופטומלוום.במטלולוםההתחמקותאזורשלמלאבכוטרוהפתרון,שלמהותו
המחטרם.מןחלקםהלא-שומושו,החלקמןאמותו.בזמןמתחול.המטלרלוםשלחלקם

לטווםשווהזמןלוyבמטלולוםורצאוםשממנולררדף.הדוטפרטלומהמשטחרחלקם
במרחבהyהתנוכוווןאתמכתובהרודףהדוטפרטלוהמשטחלyהכווונום.לשנו
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הyתנוהמוצגוםשנוום),(קוומוסלמתחמקארנוברטלווםמשטחוםדרךוברyחלקם
המתחמק.שלושרבקר

ותוםyלולאחרוהEשלומפנוה,Pשלמתמדתמפנוהמורכבוםהאופונווםהתמרונום
מטלרלוסשלמוגווןווצרההתחלהוצורותהטווסצורותמוגווןהתושרות.
שונום.מטוגום
הטוג.שבמשחקמזהוותרגבוהאחדבמומדשוסyהנוהנומרו,האנלוטוהגותוח
לטופולשוטתותגושהפרתחההמטלרלוס.טוגומגריןלאררבמווחדלמדו.מורכב

חלקו.אומלאלמוחשובהנותנתבצורהח~),2+(מטפרומקרהבבל
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אוUP-מסלולסוגבכללשימוש::יוחדיםתנאיםלהתקייםחייבים.2
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זרחyבPDSאתלפתחניתן)aU-dU(הצרוףPDSשלהתחתוןבאזור.3

).4.33(הישירההאנליטיתהמשוואה
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